Agrégation interne de mathématiques 2017 
Épreuve I 


Proposition de corrigé 


Préliminaire 
1. Le complexe z € C\R- s'écrit z = pe avec 0 €] — r,r[. Soit u = ae avec a > 0 et & €] —r,r| tel 
que u? = z. On a alors 


2 a = Vp 
u ne 


Or 4/2 €] — x/2,7/2[ entraîne u € O*, alors que 0/2 +7 €]x/2,3r/2[ entraîne u € O. D'où l’existence 
et l’unicité de 4/z = ,/pe?/2 dans O*. 


2. a) Posons z — a+ib avec a > 0. Alors < 1. De plus, l'équation (a—1)?+b? = 


Ne 
2+1|  (a+1)?+b2 


(a + 1)? + b? est équivalente à 4a = 0. Donc 1 | <1 


, x Ed. A 
est équivalente à z = = (qui est bien défini puisque [ul < 1). Or si u = a+ib, 


z—1 
b) L’équati = 
) L’équation u I =. 


alors 
ltu _(+ta+(iratib) 1+u LARGE FPT LE 
1—u (1— a)? +b? 1—u (1 — a)? + bp? 
l+u 

Ai + =. = : 

insi g_'(u) Er 


3. La matrice (MM est manifestement symétrique. Elle est positive car 'X{MMX = ||MX\||? et définie 
positive lorsque M est inversible puisqu’alors MX =0 = X =0 


b) Le produit scalaire associé à tr(MM) est (M, N) = tr(MN) (identité de polarité) 


4. De la même façon, la forme sesquiliénaire associée à tr(M*M) est (M, N) = tr(M*N) (pour la même 
raison que précédemment ou en vérifiant les propriétés des formes hermitiennes) 


Partie I 


5. a) La matrice L est diagonalisable, car annule le polynôme X? — 1 qui est scindé à racines simples sur 
K. On pose F = Ker(L — I) et G = Ker(L + I) (ce sont les sous espaces propres associés et un de ces 
sous espaces pouvant être réduit à {0}). On a alors i), ü) et ii). Si F = {0} alors L = —I et si G = {0} 
alors L = 1] 

b) La matrice L est semblable à la matrice diagonale diag(1,...,1,—1,...,—1), le nombre de 1 étant égal 
à dim Ker(f — 7) et le nombre de —1 égal à dim Ker(f +1). Deux matrices semblables ayant même trace, 
on obtient tr(L) = dim F — dimG 


6. a) On vérifie aisément que la relation est symétrique, (P = I), réflexive (Q — P-!) et transitive 


(R = PQ) 


b) Supposons L + M. Alors tr(L) = tr(M) puisque deux matrices semblables ont même trace. 
Réciproquement si tr(L) = tr(M) avec L et M appartenant à T,,, on a par les questions 5.b et 5.a.i) 


(tr(L) + dim E) 


dim Fy — dim Gz = tr(L) dim F7, — 
() { 4 ; { è (tr(L) — dim E) 


dim Fÿ, + dim Gr = dimE dim Gr = 


NDI=NIR 


Ainsi dim Fy, = dim Fy et dimGz = dimGy. De plus K” = F5 6 Gr = Eu & Gm. Soit P la matrice 
représentant un isomorphisme entre Fr et Fm et P’ la matrice représentant un isomorphisme entre Gz 
et Gu 


Alors la matrice Q = ( 0 P' 


c) D’après la relation (x), le nombre de classes d'équivalence correspond aux valeurs prises par tr(L) = 
dim F — dimG. Or dimF = k si et seulement si dimG = n — k. Comme k € [0, n], il y a (n + 1) classes 
d’équivalences pour la relation + 


A ) vérifie L = Q7!MQ 


Partie II 


7. a) Si À admet une unique valeur propre &, alors le polynôme caractéristique de A est YA(X) = (X—a)" 
et par le théorème de Cayley Hamilton B° = (A — aï)" = 0. 


b) On a At = (B + al)t. Ainsi, par la formule du binôme, puisque À et 1 commutent 


l 
tenta 5 (at tet 


k=0 


n—1 L 
E L £-k pk 
+ sitznAt= 3 (;)a B*. 
k=0 
c) Comme £ tend vers +00, on peut considérer que £ > n. On a alors 


n—1 n—1 
l £ 
L k L—k £—k 
MES ADD (ejlalt-+ = GE (Jr 


£ k k 
Lorsque £ tend vers +co, . m . et la série D Cr est convergente. Donc 
n—1 £ n—1 A 
ASC FE af N © < Klal‘ + 0 
pate GS (Jia let À re ar < KI 


P 

8. Dans le cas général, on écrit que E = Œ Ker(A — a;1)""3 (sous espaces caractéristiques) et en posant 
j=1 

B; = A — a;i, on sait que B7# = 0, donc A; = Afxer(4-a;r) vérifie lim A = 0, et ceci pour tout 


Ê— +00 
j € [pl 


Partie III 
9. Si a = à, alors u1 — 0 et u2 n’est pas défini. 


10. Par récurrence immédiate, la suite u® vérifie, pour tout £ € N,u € R. Et uy:1 = 0 (ce qui ne 
permettra pas de définir wy42) est équivalent à u? + 1 = 0, ce qui est impossible. Ainsi la suite u® est 
bien définie. 


e si a > 0, une récurrence immédiate montre que uy > 0 pour tout { € N. Une étude de f : x — 


1/1 
à ( + ) laisse stable l’intervalle [1,+oo[ et que pour tout à > 0, ui € [1,+co[. La suite u® est alors 
T 


décroissante et converge vers le point fixe de f qui est À = 1. 
e si æ < Ü, une récurrence immédiate montre que ug < 0 pour tout £ € N. La même étude de 


1f1 
fix 5 É + ) laisse stable l'intervalle | — co, —1] et que pour tout & < 0, u1 €] — 0o,—1]. La suite 
z 
u* est alors croissante et converge vers le point fixe de f qui est À = —1. 


11. a) En posant z = a + ib avec a > 0 (resp. a < 0), il vient 


1 a 
Re (241) 0 PORN >0 (resp. < 0) 


Si a & iR, alors à = a + ib, avec a 0. On vient de démontrer la stabilité de OT (resp. O7) par f. 


b) On écrit 
1 Lt 1/1+82 1-87 1 /2+92827 
f(Cuwe) — 9 We + we LE 9 1 _ 62° A 1 + 82° 7 2 1 … B2°+1 = Wet 
Ainsi 


£ 
e |B|<1entraîne lim #? —Oet lim w=1. 
£— +00 £—+00 


e [5] > lentraîne lim 81 = +oo et lim we = —1. 
= £— +00 


TOO 


c) Si a = —1, alors uy = —1 pour tout LE N. 


a—1 
Si à £ —1, posons B — En On a alors, par la question 2, 
a 


et vV£> 1, we = Uy 


Par la question 2, 
e aeOT—=|Bl<let lim w=l. 
£— +00 


e aecOT=|#|>1et lim ue = —1. 


—+00 


Partie IV 


12. La matrice Us — À est diagonalisable. On peut écrire Uo — PDP! avec D diagonale. Chaque 


élément de D à une partie imaginaire non nulle (Sp(A) N iR = Ÿ). La matrice D est donc inversible et 


Ui = ; (P(D + DT) P 1). 


1 
Ainsi si u — @ est une valeur propre de Uo, alors u1 = 5 (a + 2) est valeur propre de U, le vecteur 
[82 


propre associé étant le même. 


2 U£ 
vecteurs propres associés étant les mêmes. Les matrices (U,) sont co-diagonalisables. 
1 
On peut donc écrire Uy = PDyP7! avec Dyuy = = (De + D”) 


2 
Par la question 11, la suite des valeurs propres de U, converge soit vers 1, soit vers —1, et (D,) conrge vers 


une matrice diagonale D = diag(—1,...,—1,1,...,1) ; donc D? — I, et (Uy) converge vers LA = PDP-! 
avec (LA)? = I, 


o ; 1 1 
Par récurrence si u, est valeur propre de Uy, alors uy51 = = | ue + — | est valeur propre de Us, les 


1 
Enfin, par continuité de l’application trace, la suite 2 (tr(Ue) + (Ur) converge vers dim Fya—dimGya 
qui correspond à la différence entre le nombre de valeurs propres de À de partie réelle strictement positive 
et le nombre de valeurs propres de À de partie réelle strictement négative. 


13. a) Au vu de la démonstration précédente sur les valeurs propres de À et par la question 11.a, la suite 
U4 est bien définie (U, est toujours inversible) et chaque matrice Uz vérifie (P}). 
b) Soit B=(A—1,)(A+1,) !=(A+1,) !(A—1,) car se sont de polynômes en À. 
Supposons qu'il existe X %Æ 0 tel que BX = X, alors (A +1,)X = (A—1,)X = X = 0. La matrice 
(In — B) est inversible et À = (1,, + B)(1 — B) !. 

l+a 


Si BX = aX, alors (1, — B) !(1, + B)X = aX ou AX = 1 X = g(a)X = BX 
— a 


c) Montrons la relation pour tout £ 
e sil =0, 


S 
= 
S 
_ 
Il 


(A+ ATT-21)x (Gua+a +2) = AT (A — 1) A((A +1) 1) 


GA 


e La généralisation est identique 


Il 


(Ua — D(Uea + D) = E(Ue + VU, —2D x Go +U, + 2n)) = Uy “(Ue — I) Ue((Ue + 1) 


Il 
TR 
S 

| 

y 
— 

Q 
ES 
= 

+ 

ES 
er 

L 
er) 
Q 


Si l’on note VW = (Ue — I)(Us + 1)7!, alors Vy = V2, et Ve = VS avec Vo =(A—1I)(A+I)-1. 
a+ 
a—l 


1 
d) Or WX = aX si et seulement si AX = Lau 1* (question 13.b) et comme Re(a) > 0, 
FES 


<i 


Par les résultats de la partie IT, VW — v2' tend vers 0 lorsque £ tend vers +oo. 
e) Comme Us = (1+Ve)(1— Ve) lon a im rs 
+00 


14. Soit on recommence une démonstration identique, soit on utilise la matrice —AÀ qui vérifie (P}). La 
limite est alors —1. 


15. a) Au vu des hypothèses de cette question, il existe (À, u) valeurs propres de À telles que Re(À) > 0 


et Re(u) < 0. On note (A1,...,X,) les valeurs propres de À de partie réelle strictement positive et 
(p+1,-.., An) les valeurs propres de À de partie réelle strictement négative. 

Soit (e1,...,e,) une base de trigonalisation associée à (A1,...,À,) et (e»+1,...,e.) une base de trigonal- 
isation associée à (À541,..., Àn). 


On peut écrire À = A; @ À» avec A1 = PIGRE" et A2 = PDP; c’est-à-dire 


EE NO ON PRET CO PR ON OT ARE ON 
AO BE Or D De PE Lio PS PE 0: D 0 P 


b) En utilisant les matrices A1 et A2, on est revenu aux deux cas précédents. La suite U A1 tend vers l 
et la suite U42 tend vers —lh-p. La suite U4 tend vers PDAP 1 avec DA = diag(1,,...,1,—1,...,—1) 
ts 


Partie V 


A O0 


16. La relation (Q) entraîne que À est inversible, ainsi que B car B? = ( DA 


) . Calculons le polynôme 


caractéristique de B 


(0 = SX A ||, HNXEES À 
ME TLOR Lil mL NI 
l'|A= NT À L 5 


Ainsi si x4(X) = [[(X - Ax)"%, alors x5(X) = [PL (42 - x). 


k=1 
Comme x # 0, les valeurs propres de B sont les deux racines carrées des valeurs propres À; de À, 
chacune venant avec la même multiplicité mx. 


17. Supposons que u € SP(B)NiR, soit y = ia. Alors y? — —a? est valeur propre de À en contradiction 
avec (Q). La matrice B vérifie les hypothèses de la question 15. La suite UF converge vers LP. 


= 0 T 1 : 1 (0) A+I 

1 = D = 

18. On a B = j)tti-;(B+E )=3( j-1 0 ) 

Ainsi si Y1 = 1/2(1 + A1), AY1 = I + À, et YA est un polynôme en À puisque A7! en est un. On 


remarque que YA est inversible à cause de la relation (P) 


Supposons que Ur — É . ) avec Ÿz inversible et polynomiale en À. Alors 
Û 
ce 0 »! _1 0 AYe+ VS 
U, = is 0 et Ury1 = 2 (ve+ va 0 


Si Yeya = 1/2(Y + Yy AT) = 1/2(Ye + AY, 1!) (car Y est un polynôme en À), alors AYer1 = 
1/2(A4Ye + Y, *). 

Il est évident que Yy41 est polynomial en À, puisque Y? l’est. Comme tous les éléments de la suite UP 
existent, Uy1 est inversible et donc Yy41 également, puisque |det(U41)| = |det(AY? ;)|. 


19. La suite (UF) convergeant vers LP, la suite (Yz) converge vers une limite L (on utilise la convergence 
place par place) et par continuité de À, la suite (AY) converge vers AL. 

La matrice Y, s'écrit comme un polynôme en À de degré fini inférieur ou égal à n (polynôme minimal 
de À). Comme os Ye = L, L est polynomiale en À (un espace de dimension finie est fermé) et donc 


AL = LA. 
AL? 0 
0 AI? 


est donc inversible et (L-1)? — A. On peut donc poser VA = L-!. La matrice À admet donc une racine 
carrée. 


20. On a (LPY? = ( 1. Or, par la question 15, (LP)? = J,. Donc AL? = I,. La matrice L 


Les valeurs propres de VA étant les racines carrées de À, par la question 1, il existe une unique matrice 
VA dont les valeurs propres appartiennent à O*. 


21. Soit À € ST. Il existe P orthogonale et D diagonale strictement positive telle À = PD'P. Soit A 
diagonale telle que A? = D et X = PA'P. Alors X est symétrique définie positive et X? — À. 
Le cas complexe est identique en remplaçant orthogonale par unitaire. 


Partie VI 

22. L'application f : À — AA est continue. Or UA(R) = {P € MA(R)/PtP = 1} = f-!({1}). Ainsi 
U,(R) est fermé. 

Les éléments de U;(R) sont des isométries. Donc || PL, = 1 et Ux(R) est borné. 

23. L'application @ : U,(R) — R définie par (P) = N(M—P) est continue (la norme est une application 
1-lipchitzienne) sur un compact : elle y est bornée et admet un minimum. 


24. Montrons 
a) & b) : comme P et PF, sont orthogonales N(P) = N(P:) = 1 et 


N°(M — P)=N°(M)-2XM,P)+1, N°(M- Ps) = N°(M)-2(M, Po) +1 


Aussi 
N°(M -— Po) < N°(M — P) & AM, Po) > XM,P) 
b)& c) 
N°(M + P)= N°(M)+2M,P)+1, N°(M + Po) = N°(M) +2(M, Po) +1 
Aussi 


N°(M + P) < N°(M + Po) & AM, Po) > M, P) 
On a alors a) & c). 


25. Soit M € Sf*. Il existe une matrice Q € U,(R) et une matrice diagonale D = diag(\1,..., An) avec 
À > 0 telles que M = QD'Q. 
On a {PM = (PQD'Q et tr(PM) = tr(PQD'Q) = tr(QtPQD) = tr(fRD), avec R € U,(R). Ainsi 

Xi (carlpiil < 1) 


tr(fRD) < tr(RoD) + ÿ XiTi < Pi < 
i=1l i=1 1 


= 5 


nm 
Et pour P = I, il vient tr(M) < ÿ Xpia. Donc P, = I est l’unique solution. 
i=1 


27. a) Soit M = (m»,4) avec m;,; £ m;, (M non symétrique). On multiplie la sous matrice . ) 
ji 53 

cosÿ —sin0 

sin  cosû 


lors de la multiplication par une matrice de rotation plane). Cela donne 


que l’on note ( À (de trace a+d) par la matrice ( ) (les autres éléments sont inchangés 


acos0 + bsin0 —asin0 + bcosô 
ccos 0 + dsin® —csin0 + dcos 0 


On cherche à avoir a + d < (a + d)cos0 + (b — c)sin0 & (a + d)(1 — cos4) < (b — c)sin0, ce qui est 
équivalent à 

(a + d)sin”(0/2) < (b — c) sin(0/2) cos(0/2) 
Si 0 €] - 7,7] c’est équivalent à tan(9/2)(b — c) > a — d. La fonction 0 — tan(0/2) étant une bijection 
croissante de | — x,x| sur R, quelque soit le signe de (b — c), il existe @ vérifiant cette inégalité. Ainsi il 
existe une matrice de rotation plane P (qui est un matrice orthogonale) telle tr(PM) > tr(M). 
Comme on cherche à maximiser tr(tPM) sur U,(R), on peut supposer M symétrique. 
b)i) On a tP, = P, et P2 = I — Av + 4u(tvu)tv = I (car [|v|| = 1). 
ü) tr(P,M) = tr(M) — 2tr(vtuM) = tr(M) — 2tr(toMv) = tr(M) — 2{v, Mv). 


6 


Or pour P, £ TI, on sait que tr(P,M) < tr(M). Cela entraîne que pour tout v unitaire (v, Mv) > 0. Et 
ceci reste vérifié pour tout vecteur v non nul (en divisant par [[v||). 


d) Supposons que M n’est pas définie positive. Il existe v unitaire tel que {v, Mv) — 0 (car M est 
positive), et tr(P,M) = tr(M). En contradiction avec l’unicité de P5 = I. 


27. a) La matrice (MM est symétrique définie positive. Il existe une unique matrice S € S** telle que 
S? = MM (question 21). Posons Qo = MS7!. Alors 


QoQo — ts! = 14-1621 =] 


b) On a tr({PM) = tr(tPQoS) < tr(S) = tr((QoM). 


28. Si M n’est pas inversible, on a toujours MM symétrique positive et non définie positive. Il existe 
une matrice Qo telle que M = QoV MM mais cette matrice n’est pas unique. 


1 0 0 


Par exemple, si M = | O0 O0 O |, alors MM = M et on peut prendre Qo — I mais également 
0 0 0 


1. 0 0 


Qo = | 0 cos0û —sin0 
O0 sin®  cosÿ 


Partie VII 
29. On sait que f : t — et est de classe C® sur R et que pour tout k > 0, f(#)(4) = AfetA, Ici 


40) _ Ave, "(t) == VoAet40 


et 
7(0) = W,%(0) = Vo4o, et y/(0) = Vo4$ 


30. La matrice Ag étant antihermitienne, et40 est une matrice unitaire. En effet 


A <= k <= k 2 (—1)té k _  —tA 
(e*) =>, 7104) =) DD HI A =e 
k=0 k=0 k=0 


Donc y(t) € U,(C) pour tout t réel. 
a) La fonction + est de classe C®©. On a donc 


(6) = 1(0) + #7/(0) + 5 7/(0) + of?) 


Or W est un maximum local de l’application 7. On peut écrire 


n(y(E)) = n(7(0)) + tn(y(0)) + Sn" (0) + O(n(é)) 


On a 0 = n(y(0)) = Re(tr(M°Vo40)). 
Et n(7(t)) — n(7(0)) < 0 pour t au voisinage de 0, entraîne Re(tr(M*V543)) < 0. 
b) Soit À une matrice hermitienne, et A antihermitienne. Alors 


(H, A) tr(H* A) = tr(HA) 
(a = tr(A*H) = -tr(AH) 


Il 


7 


Or (H, À) = (A, H). Ainsi ces deux matrices sont orthogonales si et seulement si Retr(Æ, A) = 0. Ainsi 
M*V, est une matrice hermitienne car orthogonale à toute matrice A9 antihermitienne ( résultat i)). Elle 
est inversible, donc 0 & Sp(M*V5). 

Soit A antihermitienne. Alors 42 est hermitienne négative. En effet, si À > 0 est une valeur propre de 
A?, alors une des deux racines de À au moins est valeur propre de A9. Or la seule valeur propre réelle 
possible de À est À = 0 car 


AoX = XX = X*AoX = X||X||? et X* A0 X = (X*A0X)* = —X*A9X 


La matrice M*V, est diagonalisable, ses valeurs propres étant réelles sont nulles. On peut écrire M*V5 = 
VDV* avec D = diag(A,...,An) diagonale réelle et V unitaire. Donc 


Re tr(M*VoAË) = Retr(V DV* A5) = Retr(DV*AËV) 


et V*A2V hermitienne définie négative. 

Il reste à choisir pour V*A5V des matrices de la forme diag(1,...,1,4,1,...1), le complexe à pouvant 
prendre toute position sur la diagonale, on obtient —À; < 0. La matrice M*V, est donc hermitienne 
définie positive. 

31. On a M*V, = H € HŸ+. Donc M = V5H et on a M*M = H?. Donc H = VM*M et M = V5H. 
Supposons que M = VCoho = Vi avec (Ho, H81) hermitiennes définies positives et (W, Vi) unitaires. 
Alors M*M = HÈ = H?. Les matrices Ho et Hi étant hermitiennes définies positives, cela entraîne que 
H, = H; et par inversibilité que W, = W. 


